Введение.

  Мой реферат посвящен применению подобия к доказательству теорем и решению задач, а именно глубокому изучению обобщения теоремы Фалеса, теорем Чевы и Менелая, которые не изучаются в школьной программе. Теме подобия, которая проходится в восьмом классе, отведено всего лишь 19 часов, что достаточно только для базового изучения. В тему подобия входят: определение подобных треугольников, признаки подобия, отношение площадей подобных треугольников, теорема о средней линии треугольника, пропорциональные отрезки и т.д.
С помощью данного материала, который изучается в школьной программе, мы можем решать довольно узкий круг задач. При подготовке своего реферата я собираюсь углубить свои знания по данной теме, что позволит решать более широкий круг задач на пропорциональные отрезки (доказать равенство отрезков, доказать что точка является серединой отрезка и т.п.). В этом и заключается актуальность моего реферата.

  Одна из теорем – это обобщение теоремы Фалеса. Сама теорема Фалеса проходится в восьмом классе. Но главными теоремами являются теоремы Чевы и Менелая.
Словарь терминов.

Определение подобных треугольников:

Два треугольника называются подобными, если их углы соответственно равны и стороны одного треугольника пропорциональны сходственным сторонам другого. Оказывается, что у подобных треугольников не только отношение сходственных сторон, но и отношение любых других сходственных отрезков равно коэффициенту подобия. Например, отношение сходственных биссектрис AD и A1D1, т.е. биссектрис равных углов A и A1в подобных треугольниках ABC и A1B1C1, равно коэффициенту подобия k, отношение сходственных медиан AM и A1M1 равно k и точно так же отношение сходственных высот  AH и A1H1 равно k.

Пропорциональные отрезки — отрезки, для длин которых выполняется пропорция. Отношением отрезков AB и CD называется отношение их длин, то есть  [image: image2.png]CcD



.Говорят, что отрезки AB и СD пропорциональны отрезкам A1B1 и C1D1, если
[image: image3.png]AB
A:B,

C.D;




Медиана треугольника ― отрезок внутри треугольника, соединяющий вершину треугольника с серединой противоположной стороны, а также прямая, содержащая этот отрезок.
Биссектриса  угла — луч с началом в вершине угла, делящий угол на две равные части.
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Свойство биссектрисы треугольника:

Биссектриса внутреннего угла треугольника делит противолежащую сторону на отрезки, пропорциональные прилегающим сторонам: [image: image5.png]<=
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Высота треугольника — перпендикуляр из вершины треугольника к прямой, содержащей противоположную сторону. В зависимости от типа треугольника высота может содержаться внутри треугольника (для остроугольного треугольника), совпадать с его стороной (являться катетом прямоугольного треугольника) или проходить вне треугольника (для тупоугольного треугольника).
Средняя линия треугольника - отрезок, соединяющий середины двух сторон этого треугольника.
Трапеция  — четырёхугольник, у которого ровно одна пара противолежащих сторон параллельна.

Замечательное свойство трапеции: 
Середины оснований, точка пересечения диагоналей и точка пересечения прямых, содержащих боковые стороны, лежат на одной прямой.
Параллелограмм—это четырёхугольник, у которого противолежащие стороны попарно параллельны, т. е. лежат на параллельных прямых. 
Теорема Пифагора:

В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов.

Ученые.

1. Фалес Милетский

(624—548 до н. э.)

Древнегреческий философ, математик, астроном. Происходил из Милета (Малая Азия). Образование получил в Египте, там же занимался вычислением высот некоторых пирамид. Путешествовал по странам Востока. Произведения Фалеса не дошли до нашего времени, о них известно из сочинений его учеников и последователей.

Является основателем античной материалистической философской школы — ионийской. Первым в истории древнегреческой философии отказался от традиционных религиозных представлений о мире. Стоял на позициях стихийного материализма и диалектики. Многообразие явлений и вещей сводил к единой основе — воде: все возникло из воды и в нее превращается. В астрономии с именем Фалеса связывают первое предсказание полного солнечного затмения (28 мая 585 до н. э. в Малой Азии). Причиной солнечных затмений считал Луну, которую он рассматривал как темное тело, заимствующее свой свет от Солнца. Определил продолжительность года в 365 дней, а также время солнцестояний и равноденствий. Фалесу приписывают открытие наклона эклиптики к экватору, определение углового размера Луны, учение о шарообразности Земли и ее центральном положении в мире. Полагают, что Фалес первым доказал ряд геометрических теорем: о диаметре, делящем круг пополам, о равенстве углов при основании равнобедренного треугольника, о равенстве противоположных углов, образованных пересечением двух прямых, о равенстве двух треугольников по равным стороне и двум углам, о том, что угол, вписанный в полукруг, — прямой. По-видимому, заложил основы гониометрии.
2. Джованни Чева (7 декабря 1648 — 15 июня 1734) — итальянский математик. Старался возродить греческую геометрию. Основной заслугой является построение учения о секущих, которое положило начало новой синтетической геометрии. Оно изложено в сочинении «О взаимопересекающихся прямых»(1678).

Чева был инженером-гидравликом и в качестве такового несколько раз служил правительству Мантуи. Смерть его последовала во время осады Мантуи. Считался выдающимся автором в области экономики — первым проницательным математическим писателем по этому предмету.

3. Менелай Александрийский
(ок. 70 – до 140 н. э.)
 Древнегреческий астроном и математик. Автор работ по сферической тригонометрии: 6 книг о вычислении хорд и 3 книги "Сферики" (сохранились в арабском переводе). Тригонометрия у Менелая отделена от геометрии и астрономии. Арабские авторы упоминают также о книге Менелая по гидростатике.
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Обобщение теоремы Фалеса.
Формулировка:

Параллельные прямые, пересекающие две данные прямые, отсекают на этих прямых пропорциональные отрезки.
Дано: 
Прямая а рассечена параллельными прямыми (А1В1, А2В2, А3В3,…, АnBn) на отрезки А1А2, А2А3, …, An-1An, а прямая b- на отрезки В1В2, В2В3, …, Вn-1Вn.
Доказать:
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Доказательство:

Докажем, например, что 
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Рассмотрим два случая:

1 случай (рис. б)
Прямые a и b параллельны. Тогда  четырехугольники
 А1А2В1В2 и А2А3В2В3 – параллелограммы. Поэтому 
А1А2= В1В2 и А2А3=В2В3, откуда следует, что 
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2 случай(рис. в)
Прямые a и b не параллельны. Через точку А1 проведем прямую с, параллельную прямой b. Она пересечет прямые  А2В2 и А3В3 в некоторых точках С2 и С3. Треугольники А1А2С2 и А1А3С3подобны по двум углам (угол А1 – общий, углы А1А2С2 и А1А3С3 равны как соответственные при параллельных прямых А2В2 и А3В3 секущей А2А3), поэтому 
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Отсюда по свойству пропорций получаем: 
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С другой стороны, по доказанному в первом случае имеем А1С2= В1В2, С2С3= В2В3. Заменяя в пропорции (1) А1С2на В1В2 и С2С3на В2В3, приходим к равенству
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что и требовалось доказать.

Теорема о пропорциональных отрезках в треугольнике.
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На сторонах АС и ВС треугольника АВС отмечены точки К и М так, что АК:КС=m:n, BM:MC=p:q. Отрезки АМ и ВК пересекаются в точке О(рис. 124б).
Доказать:
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Доказательство:
Через точку М проведем прямую MD(рис. 124а), параллельную ВК. Она пересекает сторону АС в точке D, и согласно обобщению теоремы Фалеса
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Пусть АК=mx. Тогда в соответствии с условием задачи КС=nx, а так как KD:DC=p:q, то [image: image19.png]


 Снова воспользуемся обобщением теоремы Фалеса:
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Аналогично доказывается, что [image: image22.png]
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Теорема Чевы.

Теорема названа в честь итальянского математика Джованни Чевы, который доказал её в 1678 году.

Формулировка:
Если на сторонах АВ, ВС и СА треугольника АВС взяты соответственно  точки С1, А1 и В1, то отрезки  АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке  тогда и только тогда, когда
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Дано:

Треугольник АВС и на его сторонах АВ,ВС и АС отмечены точки С1, А1 и В1.
Доказать:
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2.отрезки А А1, ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке.
Доказательство:

1.  Пусть отрезки АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке О. Докажем, что выполнено равенство (3). По теореме о пропорциональных отрезках в треугольнике
 имеем:
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Левые части этих равенств одинаковы, значит, равны и правые части. Приравнивая их, получаем
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Разделив обе части на правую часть, приходим к равенству (3).

2. Докажем обратное утверждение. Пусть точки С1, А1 и В1взяты на сторонах АВ, ВС и СА так, что выполнено равенство (3). Докажем, что отрезки АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке. Обозначим буквой О точку [image: image84.png]A



пересечения отрезков А А1и ВВ1 и проведем прямую СО. Она пересекает сторону АВ в некоторой точке, которую обозначим С2. Так как отрезки АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке, то по доказанному в первом пункте
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Итак, имеют место равенства (3) и (4).

Сопоставляя их, приходим к равенству  [image: image29.png]BC1
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 , которое показывает, что точки C1 и C2 делят сторону AB в одном и том же отношении. Следовательно, точки C1 и C2 совпадают, и, значит, отрезки АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в точке O. 

Что и требовалось доказать.
Теорема Менелая.
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Формулировка:

Если на сторонах АВ и ВС и продолжении стороны АС (либо на продолжениях сторон АВ, ВС и АС) взяты соответственно точки С1, А1, В1, то эти точки лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда
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Дано:

Треугольник АВС и на его сторонах АВ,ВС и АС отмечены точки С1, А1 и В1.
Доказать:
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2.  точки А1,С1 и В1 лежат на одной прямой

Доказательство:

1. Пусть точки А1,С1 и В1 лежат на одной прямой. Докажем, что выполнено равенство (5). Проведем AD,BE и CF параллельно прямой В1А1 (точка D лежит на прямой ВС). Согласно обобщению теоремы Фалеса имеем:
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Перемножая левые и правые части этих равенств, получаем 
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т.е. выполнено равенство (5).

2. Докажем обратное утверждение. Пусть точка В1 взята на продолжении стороны АС, а точки С1 и А1 – на сторонах АВ и ВС, причем так, что выполнено равенство (5). Докажем, что точки А1,С1 и В1 лежат на одной прямой, то по доказанному а первом пункте 
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Сопоставляя (5) и (6), приходим к равенству  [image: image38.png]ca1
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 , которое показывает, что точки А1 и А2 делят сторону ВС в одном и том же отношении. Следовательно, точки А1 и А2 совпадают, и, значит, точки А1,С1 и В1 лежат на одной прямой. Аналогично доказывается обратное утверждение в случае, когда все три точки А1,С1 и В1 лежат на продолжениях соответствующих сторон. 
Что и требовалось доказать.

Решение задач.
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Задача №1.

Условие:

В треугольнике АВС АD – медиана, точка О – середина медианы. Прямая ВО пересекает сторону АС в точке К. 
Дано:

Треугольник АВС, АD – медиана, О – середина АD, ВО∩АС=К 
Найти:

АК:КС=?:?

 Решение:
  Пусть ВD = DС = а, АО = ОD = m. Прямая ВК пересекает две стороны и продолжение третьей стороны треугольника АDС. По теореме Менелая получаем
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Ответ: АК:КС=1:2 

Задача №2.
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Условие:

Пусть АD – медиана треугольника АВС. На стороне АD взята точка К так, что АК : КD = 3 : 1. Прямая ВК разбивает треугольник АВС на два.
Дано:

Треугольник АВС, АD – медиана, К€AD, АК : КD = 3 : 1, ВК – прямая.

Найти:       [image: image43.png]SABP
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Решение:
 Пусть АD = DC = a, KD = m, тогда АК = 3m. Пусть Р – точка пересечения прямой ВК со стороной АС. Необходимо найти

 отношение [image: image45.png]SABP
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 . Так как треугольники АВР и РВС имеют равные высоты, проведенные из вершины В, то
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По теореме Менелая для треугольника ADC и секущей РВ имеем
[image: image47.png]



Ответ:  [image: image49.png]SABP
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Задача №3.

Условие:
Через точку P, лежащую на медиане CC1 треугольника ABC, проведены прямые AA1 и BB1 (точки A1 и B1 лежат на сторонах BC и CA соответственно).
Дано:

Треугольник АВС, СС1 – медиана АВС, Р€СС1, АА1∩ВВ1=Р, А1€ВС, В1€СА 
 Доказать:

 A1B1 || AB.
Доказательство:
Первый способ. 

Пусть A2 — середина отрезка A1B. Тогда A1P — средняя линия треугольника CC1A2. Из равенств 
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следует, что 
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Аналогично докажем, что 
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Поэтому 
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Следовательно, A1B1 || AB. 

Второй способ. 

Проведём через вершину C прямую, параллельную AB. Пусть M и K — точки её пересечения с продолжениями отрезков AA1 и BB1 соответственно. Тогда 
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Поэтому 
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Следовательно, A1B1 || AB. 

Третий способ. 

Поскольку отрезки AA1, BB1 и CC1 пересекаются в одной точке, то по теореме Чевы 
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а т.к.    [image: image58.png]ACy
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      то 
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откуда находим, что 
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Следовательно, A1B1 || AB. 
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Задача №4.

Условие:

Прямая, соединяющая точку P пересечения диагоналей четырёхугольника ABCD с точкой Q пересечения прямых AB и CD, делит сторону AD пополам.
Дано: 
Треугольник QAD, QM – медиана QAD,QM – прямая, Р€QM, Q€QM, АВСD – четырехугольник (В€AQ, C€DQ), AN и DK – диагонали ABCD, AN∩DK=P, AB и CD – прямые, AB∩ CD=Q
Доказать:

Прямая QN делит пополам сторону BC. 

Доказательство:
Первый способ. 

Если точки P и Q лежат по разные стороны от прямой BC, то точка P принадлежит медиане QM треугольника QAD. Если же по одну, то точка P принадлежит продолжению медианы QM треугольника QAD. Докажем, что в каждом из этих случаев BC || AD. 

Пусть QM — медиана треугольника QAD. Проведём через вершину Q прямую, параллельную AD. Пусть N и K — точки пересечения этой прямой с продолжениями отрезков AC и DB. Тогда 
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Поэтому,
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Следовательно, BC || AD. Тогда ABCD — трапеция. По замечательному свойству трапеции прямая PQ проходит через середину BC. Аналогично для второго случая. 
Второй способ. 

Пусть QM — медиана треугольника QAD. Поскольку отрезки AC, DB и QM пересекаются в одной точке, то по теореме Чевы 
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а т.к.  [image: image65.png]


  то 
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откуда находим, что 
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Следовательно, BC || AD. Тогда ABCD — трапеция. По замечательному свойству трапеции прямая PQ проходит через середину BC. Аналогично для второго случая. 
Доказательства теорем.

[image: image90.png]


Задача №5.

Формулировка: Медианы треугольника пересекаются в одной точке. Точка пересечения делит каждую из них в отношении 2 : 1, считая от вершины. 

Дано: 

Треугольник АВС, АМ1, ВМ2 и СМ3 – медианы АВС (М1€ВС, М2€АС, М3€АВ)
Доказать:

 1.  АМ1∩ ВМ2∩СМ3=O.                               
 2. AO:M1=BO:OM2=CO:OM3=2:1
Доказательство:        
 1.Пусть АМ1, ВМ2, СМ3 – медианы треугольника АВС. Чтобы доказать, что эти отрезки пересекаются в одной точке, достаточно показать, что
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 Тогда по теореме Чевы (обратной) отрезки АМ1, ВМ2 и СМ3 пересекаются в одной точке. Следовательно:
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Мы доказали, что медианы треугольника пересекаются в одной точке.
 2.Пусть О – точка пересечения медиан. Прямая М3С пересекает две стороны треугольника АВМ2 и продолжение третьей стороны этого треугольника. По теореме Менелая 
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Рассмотрим теорему Менелая для треугольников АМ1С и АМ2С и мы получим, что
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Что и требовалось доказать.
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Задача №5. 
Формулировка: Биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке.
Дано: 
Треугольник АВС, АL1, ВL2 и СL3 – биссектрисы АВС (L1€ВС, L2€АС, L3€АВ)
Доказать:
АL1∩ ВL2∩СL3=O
Доказательство:
Достаточно показать, что [image: image73.png]BLy , Cly
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 Тогда по теореме Чевы (обратной) AL1, BL2, CL3 пересекаются в одной точке. По свойству биссектрис треугольника:
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 Перемножаем почленно полученные равенства и получаем: 
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 Мы выяснили, что для биссектрис треугольника равенство Чевы выполняется, следовательно, они пересекаются в одной точке.
 Что и требовалось доказать. 
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Задача №6.

Формулировка: Высоты остроугольного треугольника пересекаются в одной точке.
Дано:

Остроугольный треугольник АВС, АH1, ВH2 и СH3 – высоты АВС (H1€ВС, H2€АС, H3€АВ)
 Доказать:

АH1∩ВH2∩СH3=O
Доказательство: 
Первый способ.
Пусть  AB=c, AC= b, BC=a. Рассмотрим прямоугольные треугольники АВН2 и ВСН2. По теореме Пифагора мы выразим квадрат общего катета ВН2, обозначив АН2 = х, СН2 = b – х. (ВН2)2 = с2 – х2 и (ВН2)2 = а2 – (b – х)2. Приравнивая правые части полученных равенств, получаем с2 – х2 = а2 – (b – х)2, откуда
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Тогда 
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Итак, 
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Так же рассматриваем такие прямоугольные треугольники, как АСН3 и ВСН3, ВАН1 и САН1, и получаем 
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Второй способ.
Для доказательства теоремы достаточно показать, что
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 Тогда по теореме Чевы (обратной) получается, что отрезки АН1, ВН2 и СН3 пересекаются в одной точке. Подставив в левую часть равенства выражения длин отрезков АН3, ВН3, ВН1, СН1, СН2 и АН2 через а, b, с, убеждаемся, что равенство Чевы для высот треугольника выполняется.
 Что и требовалось доказать. 

Вывод.
С помощью обобщения теоремы Фалеса, теорем Чевы и Менелая, не изучаемых в школьной программе, можно быстрее и легче доказывать определенные теоремы и решать более широкий круг задач. Я смогла доказать такие теоремы как: теорема о пропорциональных отрезках (с помощью обобщения теоремы Фалеса), теоремы о пересечении медиан, высот и биссектрис треугольника в одной точке (воспользовалась теоремами Чевы и Менелая). Так же я показала, что одну задачу можно решать двумя способами: первый – с помощью теорем, изучаемых в школьной программе,
второй – с помощью рассмотренных мною теорем. Я наглядно Вам представила, что решение с помощью теорем Чевы и Менелая короче. Тема ЕГЭ сейчас очень актуальна и эти теоремы могут быть полезны для решения задач ЕГЭ в С4 (планиметрия). На написание ЕГЭ по математике отводится 4 часа(240 мин.). С помощью теорем можно сэкономить время и решить большее количество задач.
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